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Алгоритм повышения быстродействия минимаксной оптимизации решений 
распределительных задач в однородных системах" 


Р. А. Нейдорф, А. А. Жикулин 


Описывается и обосновывается алгоритм оптимизации решения однородных распределительных задач тео- 
рии расписаний. Он представляет собой модификацию известного в этой предметной области алгоритма 
Романовского — классического варианта метода ветвей и границ с односторонним обходом дерева решений. 
Проведено системное исследование этого алгоритма, которое позволило выявить причины увеличения вре- 
мени его работы при обходе некоторых ветвей дерева решений. Это даёт возможность предложить свобод- 
ную от выявленного недостатка модификацию, названную комбинационно-модифицированным алгоритмом 
Романовского. Сущность данной модификации заключается в следующем. В процедуре решения распредели- 
тельной задачи избирательно пропускаются те правила, этапы и шаги, которые приводят к перебору на испол- 
нителях наборов заданий, заведомо повторяющих проверенный ранее результат. Сущность нового алгоритма 
поясняется примером. Приводятся результаты статистически представительных исследований. Они позволи- 
ли продемонстрировать возможности алгоритма на распределительных задачах высокой размерности. (Ре- 
шение таких задач классическим алгоритмом невозможно из-за ограниченных временных ресурсов.) Резуль- 
таты обработки этих решений показали, что новая модификация не позволяет решить проблему МР-полноты 
распределительных задач, но обеспечивает ресурсно-временной выигрыш, связанный с существенным сни- 
жением показателя степени экспоненциальной модели роста среднего времени решения. 
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ний, перебор комбинаций, размер задания, сочетания, перестановки. 


Введение. Масштабы современного производства, задачи координации действий больших техни- 
ческих, экономических и социальных систем усложнили функции организационного управления. 
Оно требует жёсткого планирования работ, процессов, действий во всех сферах человеческой 
деятельности. Эффективность планирования определяет технико-экономические показатели мно- 
гочисленных бизнес-процессов. Поэтому всё больше внимания уделяется теории расписаний, суть 
которой можно сформулировать как решение проблемы упорядочивания задач, решаемых после- 
довательно параллельно во времени. 

Квинтэссенцией проблемы упорядочивания является задача построения оптимального 
расписания процесса выполнения конечного множества заданий выделенной для этого совокуп- 
ностью исполнителей. Возникает задача построения такого алгоритма распределения заданий 
между исполнителями, который обеспечивает оптимум критерия оценки результирующего распи- 
сания. Указанная задача относится к классу МР-полных, является сложной как для теоретическо- 
го, так и для экспериментального исследования [1-7]. 

С этим свойством распределительной задачи (РЗ) связана необходимость использования 
значительного временного ресурса, что затрудняет нахождение оптимального решения даже в 
простейших случаях работы с однородными РЗ (ОРЗ). Наиболее известный и эффективный в на- 
стоящее время подход к решению ОРЗ демонстрирует алгоритм, предложенный И. В. Романовским 
[8]. Однако и он требует доработки. Если речь идёт о задачах с размерностью по количеству ис- 
полнителей более 2 и по количеству заданий более 15 с некоторыми структурными особенностя- 
ми совокупности распределяемых заданий, то время решения РЗ алгоритмом Романовского (АР) 
может значительно превысить разумные или технологические пределы. Таким образом, актуальна 
задача повышения ресурсно-временной эффективности данного алгоритма за счёт модификации, 





* 
Работа выполнена по тематическому плану Министерства образования РФ № 2.3.13 «Метод сбалансированной дискрети- 
зации для задач имитационного моделирования динамических процессов в распределенных объектах». 
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которая позволит повысить быстродействие, но не нарушит основного свойства нахождения аб- 
солютного оптимума. Иными словами, модификация метода Романовского должна сохранить 
свойство метода ветвей и границ. 

Состояние проблемы. Исследованию проблем, связанных с решением распределительных за- 
дач теории расписаний, посвящены труды многих отечественных учёных — таких, как 
В. С. Танаев, В. В. Шкурба, И. В. Романовский, О. Г. Алексеев, Б. А. Головкин, С. Д. Пашкеев, 
А. М. Ларионов, С. А. Майоров, Г. И. Новиков, В. М. Португал, А. А. Лазарев, С. В. Севастьянов, 
А. Н. Безгинов, Р. А. Нейдорф, В. Г. Кобак и др. Не меньшее внимание данной проблеме уделяли и 
зарубежные исследователи: Р. Беллман, С.-М. Джонсон, Дж.-Р. Джексон, Э.-Г. Коффман, Р.- 
В. Конвей, В.-Л. Максвелл, Л.-В. Миллер, М. Гэри, Д. Джонсон, П. Брукер, Дж. Келли, М. Уолкер, 
М. Крон, Х.-А. Таха, М.-П. Пинедо, Дж. Блазевиц и многие другие. 

В последнее время интерес к чисто теоретическим РЗ несколько ослаб. Этому способство- 
вали разные обстоятельства. Абстрактный характер РЗ, создаваемый множеством допущений и 
ограничений (особенно у ОРЗ), сформировал в научной среде мнение об их незначительной прак- 
тической ценности. Кроме того, долгие попытки построить точные и быстрые алгоритмы решения 
даже ОРЗ чаще всего давали несущественные результаты — не более нескольких процентов. По- 
этому основные усилия были направлены на построение приближённых алгоритмов. Однако, по 
мнению авторов, эти задачи являются основой любых реальных прикладных задач и достойны 
исследования. Результаты данной статьи показывают, что возможности усовершенствования из- 
вестных методов решения РЗ не исчерпаны. 

Цель и постановка задачи. Целью настоящей работы является повышение ресурсной эффек- 
тивности метода точного решения ОРЗ теории расписаний при сохранении его свойства точности 
решения. 

Для этого исследуются: 

— возможности существующих алгоритмических средств точного решения ОРЗ с помощью АР; 
— алгоритмические особенности АР, обусловливающие возможность сокращения количества рас- 
сматриваемых вариантов решения. 

Таким образом возможно получить решение задачи разработки точного алгоритма реше- 
ния ОРЗ с существенно более высокими по сравнению с АР ресурсно-временными характеристи- 
ками. Общие сведения о факте решения поставленной задачи и некоторые свойства нового алго- 
ритма опубликованы в виде краткого описания [9]. 

Анализ ресурсно-временных возможностей АР при решении ОРЗ. Результаты оценки ре- 
сурсно-временных характеристик АР приведены в табл. 1. 

В 1-м столбце указаны номера опытов в проведённом двухуровневом трёхфакторном экс- 
перименте. В каждом опыте решалось по 100 ОРЗ. Во 2-м, 3-м и 4-м столбцах приведены значе- 
ния варьируемых в эксперименте факторов — основных параметров ОРЗ: количество исполните- 
лей т; количество распределяемых заданий л; ширина диапазона Д,.„м, в пределах которого слу- 
чайным образом равномерно распределены размеры заданий. 

В блоке таблицы $„« помещены результаты обработки основной совокупности оценок 
ША] 


времени решения ОРЗ: Р"“ — процент задач, попавших в данную совокупность; а! 


выб — средние 
выборочные а, значения времени решений РЗ (в мс) и д"“ — их среднеквадратичные отклонения 


А+. В следующем блоке 5„„. помещены такие же характеристики для совокупности максимальных 
временных оценок. 

В предпоследнем столбце приведены значения отношения средних по совокупностям мак- 
симальных и основных оценок: 


65 


Технические науки 








а. 
Анн а (1) 
Е 





В последнем столбце приведены средние выборочные а” значения времени решений 
ОРЗ по всей совокупности оценок. 








Таблица 1 
Анализ ресурсно-временных характеристик классического АР 
ыы т п А азм Эта тах мах аз" 
п/п вы: а Арх ы ' 





13| 20 | 90 | 322 | 43,42 | 10 | 302,78 | 44,01 | 9,40 | 59,26 
12| 10 | 97 | 0,062 | 0,028 0,326 | 0,112 | 5,26 | 0,069 
12| 30 | 98 | 0,069 | 0,047 2,96 0,257 | 42,96 | 0,127 
14| 10 | 94 | 0176 | 0,143 1,19 0,272 | 6,74 | 0,237 
14| 30 | 93 | 0,094 | 0,094 0,834 | 0,186 | 8,87 | 0,146 
12| 10 | 96 | 0,033 | 0,005 0,09 0,019 | 2,73 | 0,035 
12| 30 | 94 | 0,074 | 0,045 0,316 | 0,048 | 427 | 0,089 
14| 10 | 97 | 1074 |514 44,35 3,71 413 | 11/75 
14| 30 | 95 | 129 | 2,66 26,38 | 11,85 | 20,45 | 2,54 
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Анализ с помощью критерия Стьюдента множеств оценок каждого решения задачи данно- 
го опыта показал, что каждая структура РЗ характеризуется ощутимой неоднородностью (табл. 1) 
[10]. Причём наблюдается до 10 % выбросов в сторону больших значений времени и ни одного — 
в сторону меньших. Естественно предположить, что первоочередной является задача устранения 
выбросов, порождаемых взаимодействием свойств АР и неблагоприятной структуры ОРЗ. Это под- 
тверждается и результатами эксперимента, который построен по плану двухуровневого много- 
факторного [11]. Анализ табл. 1 показывает, что применительно к классическому АР все рассмат- 
риваемые факторы оказывают приблизительно равнозначное воздействие на среднее время его 
работы (как по общей выборке результатов, так и по выборке кардинально больших ресурсов). 
Увеличение количества исполнителей и распределяемых заданий увеличивает средний ресурс, 
необходимый для решения РЗ исследуемым алгоритмом. Рост ширины диапазона размеров зада- 
ний увеличивает его только при п = 12, а при л = 14, наоборот, уменьшает. 

Данные выводы о влиянии параметров РЗ на ресурсно-временные характеристики АР хо- 
рошо иллюстрируются представленной на рис. 1 диаграммой. Здесь отображены оценки среднего 


та 


времени работы алгоритма по ОСНОВНОЙ совокупности результатов а, и совокупности макси- 


мальных ресурсов а/“. Также отчётливо видно, что среднее время работы АР как по основной 
совокупности оценок, так и по совокупности максимальных оценок очень нелинейно зависит от 
параметров РЗ. 

На долю кардинально больших ресурсов Р”“ в исследуемом диапазоне РЗ влияют глав- 


выб 
ным образом количество распределяемых заданий и разброс значений их размеров (табл. 1). Ко- 


личество исполнителей практически не оказывает воздействия на данный параметр. Отношение 
^"=х представляет собой дополнительную к среднеквадратичному отклонению оценку разброса 


Ще] 


времени решения РЗ. Достаточно хорошо видна зависимость значений ).”°” от количества испол- 


Ще] 
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нителей и диапазона размеров распределяемых заданий. При этом увеличение количества испол- 
нителей уменьшает значения данного параметра, а рост ширины диапазона размеров заданий, 


наоборот, увеличивает его. Влияние количества распределяемых заданий на отношение 7“ 


оценить сложно, т. к. в некоторых случаях увеличение значений этого фактора приводит к росту 
его величины, а в других, наоборот, к уменьшению. 
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Рис. 1. Влияние параметров ОРЗ (27, П, Дьезм) на ресурсно-временные характеристики АР: — а"°; Ш — ах 


В целом, по сравнению с полным перебором классический алгоритм Романовского позво- 
ляет значительно сократить количество рассматриваемых во время поиска решений. В среднем он 
требует на 2-6 порядков меньше вычислительных ресурсов, чем алгоритм полного перебора 
(АПП), для оценки временного ресурса которого возможно применение и аналитических зависи- 
мостей. В пределах эксперимента даже в худших случаях среднее время работы рассматриваемо- 
го алгоритма оказалось примерно в 15 раз меньше в сравнении с АПП. Однако при решении неко- 
торых ОРЗ АР существенно более ресурсоемок по сравнению с АПП. Например, при решении ОРЗ 
с параметрами /т = 3, п = 19 и Д,.„м = 10 АПП требуется в среднем 11 мин, тогда как АР только 2 
из 100 задач решил в ограниченное по эксперименту время Т = 30 мин, а в остальных 98 случаях 
не завершил работу в срок. Этот феномен требует разъяснения, т. к. теоретически лишь в самых 
неблагоприятных ситуациях АР может приближаться по временному ресурсу к АПП, но никак не 
должен быть хуже. В связи с этим и была поставлена задача исследования АР с целью нахожде- 
ния возможного способа повышения его ресурсной эффективности. 

Исследование возможных способов повышения быстродействия АР при решении ОРЗ. 
Системное исследование алгоритмического механизма решения 2-задачи АР позволило выявить в 
нём следующие избыточности, приводящие к увеличению времени решения. 
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Первая избыточность: АР при некоторых условиях осуществляет перебор на каждом ис- 
полнителе всех возможных перестановок заданий, а не их различных сочетаний (комбинаций). 
Однако для ОРЗ порядок выполнения заданий на исполнителе не важен — и в этих случаях алго- 
ритм затрачивает лишнее время на рассмотрение одинаковых по составу наборов заданий, отли- 
чающихся лишь порядком следования в них элементов. Поскольку количество перестановок зада- 
ний существенно больше количества их сочетаний, то данный дефект может значительно увели- 
чивать время решения ОРЗ алгоритмом Романовского. Причём в этих случаях, как показывает 
практика, время работы АР может быть даже существенно больше времени работы АПП, посколь- 
ку в последнем осуществляется перебор на каждом исполнителе только различных сочетаний 
(комбинаций) заданий, а не их перестановок. 

Вторая избыточность связана с тем, что для РЗ с малым разбросом размеров заданий ха- 
рактерно наличие существенного количества одинаковых по размеру групп заданий. Поэтому 
значительно и количество различных множеств заданий с одинаковыми сочетаниями их размеров, 
которые рассматриваются АР во время поиска решения. Однако АР не учитывает это свойство 
ОРЗ. Вследствие этого на рассмотрение большого количества одинаковых по сочетанию размеров 
заданий ветвей дерева решений ОРЗ затрачивается много времени. 

Выявленные особенности АР иллюстрируются примером. Пусть требуется построить опти- 
мальное с точки зрения минимаксного критерия [1-3] расписание выполнения 17 заданий на 
4-исполнительной системе. Размеры заданий сгенерированы случайным образом из узкого диапа- 
зона г. е [47,53 | (табл. 2). С помощью табл. 2 можно рассмотреть подробно ход работы АР при 


1 


решении ОРЗ. Причём рассматривается один из наиболее ресурсоёмких при решении данной ОРЗ 
этапов работы, а именно решение 2-задачи с максимально допустимой загрузкой исполнителей 
= 235. 








Таблица 2 
Распределяемое множество заданий и их размеры 
Задание А ИБ ИВ И ИБ ИБ И ИВ и 
Размер задания г; | 53 47 50 48 48 50 51 49 51 


Задание Ило Ил1 Ил> ИлЗз Ил 4 ИЛ5 Ил6 ИЛ7 
Размер задания г; | 47 51 53 52 49 48 49 48 









































Из элементов приведённого в табл. 2 множества распределяемых заданий строится оче- 
редь / по убыванию их размеров (табл. 3). Вычисляется 5/аск — общий ещё не использованный 
исполнителями запас «недогруженности»: для 2 = 235 $/аск = 96. 

















Таблица 3 

Очередь заданий по убыванию их размеров 
№ элемента очереди 1 2 З 4 5 6 7 8 9 
Задание ИА ИИ? ИИз И и ИИ ИБ ИБ ИА 
Размер задания г; 53 53 52 51 51 51 50 50 49 
№ элемента очереди | 10 11 12 13 14 15 16 17 
Задание ИЛ 4 Ил6 ИА ИБ ИЛ5 ИЛ7 И Ило 
Размер задания г; 49 49 48 48 48 48 47 47 



































Далее из очереди [ назначаются задания на выполнение 1-му исполнителю е, так, чтобы 
его суммарная по размерам заданий загрузка К” удовлетворяла условиям 


а)К” <2, 
ь (2) 
Ь)2 - К, < &ск. 
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Первым рассматриваемым алгоритмом набором заданий, удовлетворяющим (2), является 

ИА ИИ ИИ} . Назначенные 1-му исполнителю задания исключаются из очереди [, и она 
принимает следующий вид: 

1 5 (и., И, И, И, Из, Ил, Ив, И. И, И 5, И, и, И). (3) 

Таким образом, загрузка 1-го исполнителя составляет К’ = 209, а общий ещё не исполь- 


зованный исполнителями запас «недогруженности» — $/аск := 5/аскК —(2-К;)=70. 
Далее осуществляется переход к следующему по порядку исполнителю © и в соответст- 
вии с (2) и (3) ему назначается набор заданий И/, ={и/., ИИ, и} . Соответственно, загрузка 


2-го исполнителя составляет к. = 202, $/аск = 37, а очередь [ имеет вид 
= (ИИ а, И ви И/ 4, И/5у И! 5, ИИ, И). (4) 


Затем осуществляется назначение заданий 3-му по порядку исполнителю вез. Однако, пе- 
ребрав все возможные варианты его загрузки, АР не находит набор заданий, удовлетворяющих 
(2), и производит откат ко 2-му исполнителю для проверки других допустимых вариантов его за- 
грузки. Для этого алгоритм отменяет назначение последнего задания 2-го исполнителя из, воз- 
вращает его в очередь (4) и назначает следующий за ним элемент — ив. Таким образом, на 2-го 


исполнителя назначается И/, = {И/’„ и, И, И} с К; =201. Соответственно, $/аск = 36, а очередь 
[ имеет вид 

= (Ив Иде Их Иди И Их Ир, И, Ио). (5) 

Далее для 3-го исполнителя алгоритм снова не находит допустимую загрузку, производит 


откат ко 2-му исполнителю и аналогичным образом в качестве последнего задания последова- 
тельно рассматривает остальные задания из очереди (5), т. е. на 2-м исполнителе рассматрива- 


ются множества заданий {И/., И’, ИИ, Ид}, ДИ, ИИ, ИИ, Ив} ИТ. Д. 
Перебрав все возможные варианты назначений из очереди (5) на место последнего зада- 


ния 2-го исполнителя, АР не находит решения 2-задачи. Поэтому он осуществляет откат к преды- 
дущему (предпоследнему) назначенному заданию ид, отменяет его назначение и назначает вме- 


сто него задание ик, т. е. на 2-го исполнителя назначается ИХ = АА и’; } с К; =152, а оче- 
редь [Е принимает вид 

= (И, ИИ, Иде Их Иде Ир И, Ир, И, Ио) (6) 

Будем обозначать «недогруженность» го исполнителя $/, . Поскольку «недогруженность» 


2-го исполнителя $/, = 83 больше максимального размера распределяемых заданий г„„, = 53, то в 
соответствии с описанным в [8] правилом выбора очередного задания из очереди в И/, включает- 
ся первое задание очереди (6) — ив, т. е. исполнителю назначается И/ = (и., ИА И/б, и/} . Одна- 
ко данное множество по составу совпадает с ранее рассмотренным (первым по порядку) на 2-м 
исполнителе множеством (и. Ин, И, и’, } . Поэтому перебор различных загрузок 3-го исполнителя 
также не даёт положительного результата. 


Далее аналогичным образом на 2-м исполнителе алгоритм рассматривает ещё четыре таких 
же по составу множества заданий, отличающихся лишь порядком следования в них элементов: 


ии, Иа, из} ' ии, И, и} ' ии, И, и} ' ии И, и} ' ии И, и} ит. д. 
Для иллюстрации второго дефекта АР в табл. 4 приведены сочетания размеров заданий, 


рассмотренных алгоритмом на 2-м исполнителе во время поиска решения данной 7-задачи. Из 
таблицы видно, что даже в тех случаях, когда АР рассматривает на 2-м исполнителе различные 
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по составу наборы заданий, сочетания размеров могут совпадать. При этом количество таких слу- 
чаев довольно велико: из 8 первых рассмотренных различных множеств заданий только 3 (мень- 
ше половины) имеют различные сочетания размеров. 





























Таблица 4 
Рассмотренные АР на 2-м исполнителе сочетания размеров заданий 
т Набор заданий Размеры заданий а 
1 Чик, Ий1, ИВ, ив} 451, 51, 50, 50} 202 
2 Чик, Ий1, ИВ, ив} 451, 51, 50, 49} 
3 Чик, Ил 1, ИВ, Иа} 451, 51, 50, 49} 201 
4 Чик, Ил, ИВ, Ив} 451, 51, 50, 49} 
5 Чик, Ил 1, ИВ, ив} 451, 51, 50, 48} 
6 Чик, Ий 1, ИВ, ив} 451, 51, 50, 48} 200 
7 Чик, Ил 1, ИВ, ИБ} 451, 51, 50, 48} 
8 Чик, Ил 1, ИВ, Ии7} 451, 51, 50, 48} 























В итоге, перебрав все возможные варианты загрузки для каждого исполнителя, АР не смог 
получить удовлетворяющее ограничению 2 = 235 распределение заданий по исполнителям. При 
этом количество рассмотренных АР ветвей дерева вариантов составило около 1,5 миллиарда, то- 
гда как только около 37 тысяч (более чем на 4 порядка меньше!) из них имеют различные соче- 
тания размеров заданий. В результате АР затратил на решение этой 2-задачи 316,05 с. 

Далее АР переходит к решению 2задач с ограничением 2 > 235 и находит оптимальное 
решение ОРЗ при 2 = 239. В результате общее время решения РЗ составило 911,85 с. 

Таким образом, можно существенно сократить количество рассматриваемых классическим 
АР во время поиска вариантов распределения заданий по исполнителям. Для этого в указанный 
алгоритм следует добавить механизм обеспечения комбинационной уникальности загрузки испол- 
нителя при обходе ветвей дерева вариантов решений. Это позволит значительно повысить ре- 
сурсно-временную эффективность АР при решении РЗ, сохранив при этом точность его работы. 
Комбинационная модификация АР точного решения ОРЗ. Из предшествующего анализа 
видно, что для обеспечения комбинационной уникальности загрузки исполнителя при обходе вет- 
вей дерева вариантов решений в классический АР необходимо внести ряд изменений. Это нужно 
сделать так, чтобы не изменить сущность реализации метода ветвей и границ. 

1. Для обеспечения перебора на исполнителях только различных сочетаний заданий (Тт. е. 
для устранения первого выявленного выше дефекта АР) необходимо изменить правило выбора 
алгоритмом очередного задания из очереди ещё не распределённых заданий. Для этого следует 
исключить из данного правила условие, при котором алгоритм назначает му исполнителю зада- 


ния из головы очереди ещё не распределённых заданий, если «недогруженность» $5/, этого ис- 
полнителя больше максимального размера распределяемых заданий г. = пах {и |^еА} (К — 
множество размеров распределяемых заданий). При этом нужно осуществлять выбор алгоритмом 


очередного задания и, из очереди [ (м, м, ) для включения его в рассматриваемое 


И/; только из той части очереди, которая ещё не была проанализирована алгоритмом, т. е. соблю- 
дая условие 


70 


Вестник ДГТУ. 2014. Т. 14, №3 (78) 








ам 51, 
а (7) 


Б)г,, = тах п, 


р </<15 
где И — индекс извлечённого на предыдущей итерации алгоритма задания из очереди [. 


Такая модификация АР обусловлена тем, что с назначением на следующих итерациях за- 
дания из головы очереди возможно повторное назначение уже рассмотренного задания. Это про- 
исходит в случае, если на предыдущих итерациях алгоритм отменил назначение с }-го исполните- 
ля ряд уже проанализированных им заданий и вернул их обратно в очередь. При выборе заданий 
из той части очереди, которая ещё не была проанализирована алгоритмом, будет обеспечен пе- 
ребор на исполнителе только различных сочетаний заданий. 

Второе. Требуется обеспечить перебор на исполнителях только различных по сочетанию 
размеров наборов заданий (для устранения второго выявленного выше дефекта АР). Для этого в 
случае необходимости отмены назначения задания на исполнителе, вместо него назначается не 
следующее задание из очереди (как в АР), а то задание, которое имеет отличный от отменённого 


размер. В качестве пояснения: пусть 1/7 = им,, а и) — очередь расположенных по убыва- 


нию размеров (1 >П, >... 21, нераспределённых на 4-м шаге алгоритма заданий, а И/ «№ — 
5 


и 


задание, назначение которого отменено алгоритмом с е; исполнителя. Тогда размер /› назначае- 
р 


мого на е; исполнителя задания иИ/, =/7 (^, и (вместо задания и, =[7) должен удовлетво- 
р 


рять условию 
ар (8) 


и 

Предложенное изменение позволяет обеспечить перебор на исполнителе только различ- 
ных по сочетанию размеров наборов заданий, и вот почему. В АР осуществляется односторонний 
обход дерева вариантов решений, а назначение заданий исполнителям производится из упорядо- 
ченной по убыванию размеров очереди. В силу этого перебор различных по сочетанию размеров 
комбинаций заданий для исполнителя алгоритм осуществляет упорядоченно, т. е. сначала рас- 
сматриваются комбинации заданий с большими значениями их размеров (табл. 4). Такой перебор 
комбинаций заданий обеспечивает последовательное (друг за другом) рассмотрение АР различ- 
ных наборов заданий с одинаковым сочетанием размеров. Следовательно, алгоритму при перебо- 
ре наборов заданий достаточно проверять отличие сочетания размеров от рассмотренного на 
предыдущем шаге в случае отката — таким образом обеспечивается комбинационная уникаль- 
ность загрузки исполнителя при обходе ветвей дерева вариантов решений. 

Соблюдение (8) позволит алгоритму пропустить рассмотрение тех заданий очереди, кото- 

рые имеют одинаковый с отменяемым заданием размер, исключив из перебора одинаковые по 
сочетанию размеров заданий ветви дерева вариантов решений задачи. В изменении остальных 
этапов работы классического АР нет необходимости. 
Пример применения комбинационно модифицированного АР (КМАР). Работу КМАР хо- 
рошо иллюстрирует уже рассмотренный пример решения 2-задачи. Решение её КМАР осуществля- 
ется по АР до того момента, когда оказывается необходимым сформировать на 2-м исполнителе 
новый набор заданий. С этого места необходимо рассмотреть работу алгоритма более подробно. 

Для формирования ещё не рассматривавшегося на 2-м исполнителе набора заданий КМАР 
отменяет выбор последнего назначенного на данного исполнителя задания иф, возвращает его в 
очередь (4) и назначает вместо него из данной очереди задание из, удовлетворяющее (8). В дан- 
ном случае из очереди выбирается то же задание, что и классическим АР. Таким образом, на 2-го 
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исполнителя назначается множество заданий И/ =, и, и„и,! с размерами 


К, = {51, 51, 50, 49} . Соответственно, загрузка 2-го исполнителя А; =201 , ${аск = 36, а очередь / 


имеет вид 
= (И Иди Их Иди И Ия Ир, И, Ио). (9) 

Для 3-го исполнителя алгоритм не находит допустимую загрузку и откатывается ко 2-му 
исполнителю. Аналогично предыдущему, КМАР вместо задания из назначает не следующее за 
ним в очереди (9) задание ил. (как базовый АР), а удовлетворяющее (8) задание ид. В результа- 
те, на 2-го исполнителя назначается множество заданий И/ = (и, И’, ИИ, и/.} ‚ отличное от пре- 
дыдущего как по составу, так и по сочетанию размеров К, = {51, 51, 50, 48}. В результате КМАР 
исключил из рассмотрения наборы заданий {и/., И, И, И} и {И ИИ, ИИ, Ив}, Характеризую- 
щиеся одинаковым с полученным на предыдущем шаге сочетанием размеров, и сократил времен- 
ные затраты на проверку соответствующих ветвей дерева вариантов. 

Аналогичным образом на 2-м исполнителе рассматривается набор заданий 
ИИ = и ии ИИ} с К, ={51, 51, 50, 47}, причём с пропуском наборов {ии ,и/,, и}, 
ИИ ИИ И (ИИ, И, И} © УЖе рассмотренным сочетанием размеров {51, 51, 50, 48} и 
Т. д. 

Перебрав все возможные варианты назначений из очереди (9) на место последнего зада- 
ния 2-го исполнителя, КМАР не находит решения 2-задачи. Поэтому он осуществляет откат к пре- 
дыдущему (предпоследнему) назначенному заданию из, отменяет его назначение и назначает 
вместо него удовлетворяющее (9) задание из, т.е. на 2-го исполнителя назначается 
ИИ = {ии ИИ, } с К, ={51, 51, 49}. Соответственно, суммарная загрузка составляет 
К, = {51, 51, 49} К; =151, а очередь [ принимает вид 

[= (и, Ив Иди Ив Иди И ИИ 5, Иу, И, И). (10) 

Затем алгоритм в соответствии с модифицированным правилом выбора очередного зада- 
ния из очереди ещё не распределённых заданий (см. выше) назначает не первое задание очере- 
ди — из (как базовый АР), а удовлетворяющее (7) задание ила, т. е. на 2-го исполнителя назнача- 
ется И = {и ии И Иа} С К, = {51, 51, 49,49} . Таким образом, КМАР исключил из рассмотре- 


ния множество заданий {и/’,‚ И, И’, И/,} , которое имеет одинаковый с ранее рассмотренным мно- 
жеством {и/., И, И/.,И/,} набор заданий, но отличается лишь порядком следования в нём элемен- 


тов. 
Далее КМАР аналогичным образом исключает из рассмотрения на 2-м исполнителе ещё 


четыре одинаковых по составу с ранее рассмотренным (и. И, И/,, и’. } множества заданий, ОтлЛи- 


чающихся лишь порядком следования в них элементов, ит. д. 

В итоге, перебрав все возможные варианты загрузки для каждого исполнителя, КМАР (так 
же, как и классический АР) не смог получить удовлетворяющее ограничению 2 = 235 распределе- 
ние заданий по исполнителям. Однако вследствие того, что КМАР во время решения данной 2- 
задачи рассматривал только различные по сочетанию размеров наборы заданий на исполнителях, 
объём рассмотренных им вариантов распределений существенно меньше (более чем на 4 поряд- 
ка) по сравнению с базовым АР. В результате ресурсно-временные затраты на решение этой 2- 
задачи снизились с 316,05 с до 0,0159 с. 
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Далее КМАР переходит к решению 2-задач с ограничением 2 > 235 и находит совпадаю- 
щее с полученным базовым АР оптимальное решение РЗ при 2 = 239. В результате применение 
КМАР позволяет уменьшить общее время решения РЗ с 911,85 с до 0,0517 с. 
Экспериментальное исследование ресурсно-временных характеристик КМАР. Прове- 
дённое с помощью специально разработанного программного средства экспериментальное иссле- 
дование КМАР показало его высокие ресурсно-временные характеристики, позволяющие сократить 
время точного решения практически любой ОРЗ в диапазоне от 2 до 8 исполнителей и от 10 до 50 
заданий. В ряде случаев применение КМАР (исследования проводились более чем на 16000 задач) 
позволило получить 200000-кратный временной выигрыш. Средний же выигрыш по всей совокупно- 
сти решённых задач — 5600-кратный. 

На диаграмме рис. 2 представлены результаты одного из проведённых вычислительных экс- 
периментов, иллюстрирующие высокую ресурсно-временную результативность КМАР. На этом ри- 
сунке представлены значения отношения среднего времени работы АР к среднему времени КМАР 
В„ =а/” / а” по основной совокупности оценок и по совокупности максимальных оценок при 


решении наиболее ресурсоёмких для классического АР ОРЗ с узким диапазоном размеров распреде- 
ляемых заданий Дьам = 6. В каждом опыте эксперимента алгоритмами решалось по 100 РЗ. 
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Количество заданий (л) 
Рис. 2. Временной относительный выигрыш КМАР для 7-исполнительной системы: № — а; № — тах 


Экспериментальные исследования КМАР также показали, что, во-первых, данная модифика- 
ция позволяет не только сократить время решения ОРЗ по сравнению с базовым алгоритмом, но и 
значительно (в несколько раз по количеству распределяемых заданий) расширить диапазон доступ- 
ных для решения за приемлемое время (до 70 мин) задач. Во-вторых, зависимость среднего време- 
ни решения КМАР ОРЗ с узким диапазоном размеров распределяемых задач (Д»а„м < 10) от количе- 
ства заданий имеет периодичный «пилообразный» характер с экспоненциальным ростом значений. 
В качестве примера на рис. 3 такая зависимость показана для /7 = 7. Фактические исследования 
были проведены для /71 = 2...8, и при всех значениях л7 характер зависимости подтвердился. 
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Рис. 3. Анализ временного ресурса КМАР для 7-исполнительной системы 


Выводы. 

1. Свойства описанной в статье комбинационной модификации АР исследованы в доста- 
точно широком диапазоне структурных параметров ОРЗ (7 — до 8 исполнителей и п — до >50 
заданий) и для предельно трудного варианта распределения близких по величине заданий 
(Аразм = 6). Несмотря на это, статистически весьма представительные исследования (более 16000 
вычислительных экспериментов) показали, что эта модификация позволяет существенно (в ос- 
новном примерно на 1-3 порядка, а в частных случаях более чем на 4 порядка) снизить время и 
расширить диапазон оптимизационного решения ОРЗ по сравнению с классическим АР. 

2. Однако и теоретический анализ, и экспериментальное изучение свойств КМАР показа- 
ли, что он остаётся МР-полным алгоритмом, и его средние ресурсно-временные показатели растут 
экспоненциально с ростом размерности задачи. Таким образом, разработанная комбинационная 
модификация позволила лишь уменьшить среднее значение показателя степени общей экспонен- 
циальной зависимости временного ресурса (важнейшей характеристики сложности алгоритма), но 
не изменила качественно сложности модифицированного метода ветвей и границ, что естественно. 

3. Полученные весьма обнадёживающие результаты модификации классического алгорит- 
ма решения распределительной задачи показывают актуальность и перспективность исследова- 
ний в области совершенствования фундаментальных методов решения задач теории расписаний. 
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5$РЕЕОТМС АЕСОВТТНМ РОВ МТМТМАХ ОРТТМТ2АТТОМ ОЕ АЧ-ОСАТТОМ РКОВЕЕМ 
бОГУТТОМ$ 1М НОМОСЕМЕОЦ$ $У$ТЕМ5$" 


В. А. Меудои!Е, А. А. Хит 


Тре оритаНоп а/дотёт Гог зоМтд потодепеоцз а!осаНоп ргоБетз ог! {те спедита пеогу [5 аезстреа апа 
ргоуеа. 1 15 а то йсайНоп ог КотапоуКу5 а/дотнт кпоип т #5 роет аотат. Котапоу$Ку 5 а!догт 15 а 
саз[са!/ уегюп оЁ {те Бгапсп-апа-Боипа тео ий" опе-игау {гауегзта а аес/5оп {тее. А зуетайс иду оЕ 
{1/5 а/дойт {таЕЁ аШои/5 геуеа/тд геазоп$ Гог й5 орегае Ите тсгетепЕ ипеп #ауегтд зоте аесюп ее 
Бгапсйе$ 15 сагтеа сиё, ГЕ а!ои/5 ргоро$та то Йсавоп ее о! {те геуеаеа ройсот!пд. 1 15 са!ед а сотЬтаю- 
па/-то@йеа КотапоузКу$ адотнт. Тре е5зепсе оЁ #5 то йсавоп [5 аз Ю/ои5. п {пе ргосез$ о! зоМпда те 
а/осайоп ргоШет, {Тоже пие$5, Яадез, апа черз {ПаЁ [еа4 0 1е 5огтд оп ехесшюг$ {Те 5еЁ5 о {азК$ ае!Бегае 
аир!сайптд пе ргемоиз етесё5 аге зе/еснуе $Крред. ТПе е55епсе о! {Те пеи/ а/дотЁ т 15 Иизваеа Бу ап ехат- 
ре. Тре ЯайвйИса/у ргезеге4 $и4ез аге гезийеа. Тпеу детопз#ае те або пт сара Иез оп {те ай айтеп- 
опа! а/осаНоп ргоМетз. (5исй ргоМетз саппоЁ Бе зо/еа Бу пе сага! адотйт аие 0 те Итйеа иттад 
БиадеЕ.) Тре гезшз оЁ ргосезхтд езе зо/ийоп$ Вауе звоит {таЁ пе пеи/ то@йсайоп аоез поЁ о/№е те ргор- 
ет оЕ МР-сотр/Ее а!осайоп {азК$, БиЕ  ргомаЕ$ а гезоигсе-Ите дат аззосаеа ит {те ядтйсапЕ гедисноп п 
{Пе ехропепйа! тодЕ!/ таЕех оЁ {те ауегаде зо!иНоп Ите. 

Кеуигогаб: сспедшта пеогу, а!осайоп ргоМет, КотапоузКу5 адогнт, аесюп ее, сотЫпайоп 5еагсй, об 
ге, сотЬтпаНоп5, регтшавопз. 





* Тпе гезеагсн {5 Чопе оп тете по. 2.3.13 “Ваапсеч затр!пд теод Гог {Пе ргоМетз оЁ дупатс ргосез$ этщаНоп т @5- 
{ириеа обес” оп {Не Петайс гезеагсН р!ап оЁ {Пе КЕ Митехгу ог ЕдисаНоп апа 5аепсе. 
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